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Problema 1

Due particelle non identiche di spin 1/2 si trovano, al tempo t = 0, nello stato
) =11/2,-1/2) .
L’hamiltoniana del sistema e
H=a,5Y-5% 48" + a3 |
con aq, as, ag costanti reali. Si determinino

1. Sp(H);

i

2. e wHHy) t > 0;

i

3. g(L,mle wH ), t >0, m = —1,0,1, dove S.|1,m)s = mh|1,m)g, con S := SO 4 §2)

Problema 2

Si consideri la seguente hamiltoniana relativa ad una particella di spin 1/2
H =aS,+0bS, ,
con a e b costanti reali. Si determinino
1. Sp(H);

2. le correzioni fino al secondo ordine a Sp(H®), considerando bS, come termine perturbativo
rispetto all’hamiltoniana H® = aS.;

3. l'equazione del moto, in rappresentazione di Heisenberg, soddisfatta dall’operatore Hg)) (1).

4. Sirisponda ai punti 2 e 3, considerando H' := H® I'’hamiltoniana del sistema e H’ O.— g
I’hamiltoniana imperturbata.

5. Si determini (S, )¢, t > 0, supponendo che al tempo ¢t = 0 lo stato del sistema sia autostato
di S, con autovalore //2.



Problema 1

1. Si noti che

H= %(5959) + 58D 4 4, SWSE) 1,80 4 3SR
7
H[1/2,1/2) = J(arh + 20, +2a3)[1/2,1/2) .
I
H| = 1/2,-1/2) = Z(arh = 2a; = 2a5)| = 1/2,-1/2) .

h? B
H|1/2,-1/2) = a1?] —1/2,1/2) + 1(—@71 + 2ay — 2a3)|1/2,—1/2) ,

2

h h
H| = 1/2,1/2) = a1 [1/2,-1/2) + 7 (~aah — 205 + 2a3)| = 1/2,1/2) .

Possiamo quindi risolvere 'equazione H|ij) = Ej;lij), i,j = —, +, prima osservando che
h
‘++> = |1/2>1/2> s E++=Z(a1h+2a2+2a3) ,
h
|__> = | _1/27_1/2> y E__ = Z(alh—2a2—2a3) .

Gli altri due stati, dovendo essere ortogonali, avranno la forma
|[+—) = cosall/2,—1/2) +sina| —1/2,1/2) ,
|—+) =sina|1/2,-1/2) —cosa| —1/2,1/2) .

Richiedendo H|+—) = E,_| 4+ —) o, equivalentemente, H|—+) = E_,| — +), si ottiene,
ricordando che tan(2a) = 2tana/(1 — tan? a),

ayh? tan® a + 2h(ay — as) tana — a;h* =0 | tan 2a = a1h/(as — a3) ,
quindi
2 h 2 h
E,_ = i cot o+ Z(_alh —2as 4 2a3) , E_| = —a cot v+ Z(—alhjt 2ay — 2a3) .

e m ) = e Pt cosa|+—) + e # EHsina|—+) =
(e # P+t cos? a4 e WP+ sin? @)[1/2, —1/2) + (e # P+t — e~ P+ cos arsina — 1/2,1/2)
t>0.
3. Poiché |1,0)s = 27Y/2(|1/2, —1/2)+|—1/2,1/2)) & I'unico tra gli stati |1, m)s, m = —1,0, 1,

a non essere ortogonale a |1/2, —1/2) e/o | —1/2,1/2), segue che 'unico elemento non nullo
e (t>0)

s(1, 0|e_%Ht|¢) = 2_1/2[6_%E+*t cos av(cos a + sina) + e 7 F—+ gin a(sina — cos )] .



Problema 2

1. Gli autovalori di H sono Fy = i%\/ a? + b2, soluzioni dell’equazione secolare

B B
det (2aaz + Zbo, — EIM> —0.

2. Gli autovalori di H® sono EE_LO ) = j:%a. S, non ha termini diagonali nella rappresentazione
in cui H® ¢ diagonale. Quindi non ci sono correzioni al primo ordine. Al secondo ordine
si ha

sor_ /208, 122 e
+ = 0 0 - ’
EY — EY da
@ _ [(=1/2[bS,[1/2)]> _  hb?
B2 = (0) (0) T 4a
3. "
I = L[H, HY](t) = abS, = abe ™' S,e” 1"
Si osservi che, anche se non richiesto nel testo, I'ultimo membro & ulteriormente sviluppa-
bile. Infatti
H = pg- n,
dove p :=+va? +b% n, :==b/p, n, =0, n, :=a/p, e ricordando che
enoSiGeneS T — § . i cosa(S — § - iiii) + sinait x S acR,
si ha 0
dH b
dtH = ab| cos(pt)S, + sin(pt) <ZS$ - pSZﬂ .
4. Gli autovalori di H' = H® sono F\ = +2a, mentre gli autovalori dell’hamiltoniana

imperturbata H’ © = H sono E;E(O) = :I:%p. Le equazioni che determinano gli autostati
1+£) di H'O) cioe tali che H'O|+) = EL©|4), sono equivalenti all'equazioni matriciali
Ligo, +bo,)vy = E' (O)Ui. Denotando con A4 e By la prima e seconda componente di v4
2 +

rispettivamente, si ha a Ay +bBy = +pA, (si ricordi che questa prima coppia di equazioni
e, per costruzione, equivalente alla seconda coppia di equazioni bAL — aBy = +pBy).
Imponendo anche la condizione di normalizzazione si ha

1 1

[+) = ———=0I1/2)+(p—a)|-1/2)),  [-) = —F——=(]1/2)=(p+a)|-1/2)),
2p(p — a) 2p(p +a)



dove S.| £1/2) = £2] £1/2). La correzione al primo ordine ai livelli energetici ¢ data
dagli elementi diagonali dell’operatore H' — H'®) = —bS,

v v

E/+<1>:<H_bsx,+>:_%(Q/Q\sgﬁ\—1/2>+<—1/2!Sx|1/2>): o

B0 = (] = bS|—) = sp(@/z\sxy —1/2) +(=1/2|S.[1/2)) = 1;; .

Le correzioni al secondo ordine sono

o _ [t = BSIDE _ albh

!
E+ Ef,_(o) _ El_(o) 403 ’

o I =bSP e
OO 4

L’equazione del moto, in rappresentazione di Heisenberg, soddisfatta da H’ S? e

a1’ i

H',H’(O) (1) = —abS, = —aberH'tS e #H't — _gp(cos(at)S, + sin(at Sy) .
It 5 y y y

. Il metodo standard consiste nello sviluppare I'autostato di S, con autovalore i/2 in ter-
mini di autostati di H, corrispondenti ai kets |£) ricavati nel punto 4, e poi espandere lo
stato evoluto temporalmente in termini di autostati di S,. Risulta comunque conveniente
calcolare I'equivalente (S, p), in quanto

Sy 1= erPISG e RPST (1 — cos(pt))=S - 7 + cos(pt) S, — sin(pt)ZSy ,

Do

da cui segue imediatamente (¢ > 0)

(Sem) = 2tL)Q(a2 cos(pt) +b%) .



