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Problema 1

Si considerino due particelle di spin 1/2.

1. Si mostri che

(111) + V2[10) + [1 = 1)) = [)1 @ [9)2 ,
dove [1); € Hy e |¢p)2 € Ha, con H; gli spazi di Hilbert ad una particella.

Supponendo che da una misura simultanea di SV e S® risulti m{! = //2, si determinino
i possibili valori, con le rispettive probabilita, di m(?, nel caso in cui il sistema sia nello
stato

2. |10);
3. |11) + v/2[10) 4 |1 — 1).

4. Si esprimano gli stati a due particelle

0) = S5 +ilt=1).
1) = S5t .
2) = (e 10 - e/ 00))
3) = (e 0+ 00))

in rappresentazione |m{V) @ [m®).

5. Facoltativo. Si dimostri che
1
) @10) = 5(10) @ [¥) + 1) ® [¢1) +[2) @ [dh2) +[3) @ [¢3)) ,
dove |¢;), i = 1,2, 3, sono stati unitariamente trasformati dello stato ad una particella

) == as[ 1) +a-]l).



Problema 2

Si consideri un elettrone in presenza del campo magnetico B= (0,0, B), con B costante. Sia

I’hamiltoniana. Si consideri la seguente scelta di gauge
Lo 1. o1
A - §B X X - §B(—X27X1,O) .

1. Si determini l'operatore V che in visuale di Heisenberg ¢ definito come

Vit = dXdi(t) |

2. Si calcoli [V}, V], per cui ¢ utile osservare che

3

k=1
1,7 = 1,2,3, e si dimostri che m
_ G Ty
7 V)
In proposito puo essere utile osservare che
3 3
l05,05] =20 ) €jnow {oi, 05} =26;;5 , > €ijreii = 20u
k=1 ij=1
e
3 1 3 1 3
> ViV = 5 > (€nViVs + € ViVi) = 5 > eV, Vil
ij=1 ij=1 ij=1
i g,k 1=1,23.
3. E immediato verificare che H = H| + H| + Hg, dove
m P2
H| = E(Vf +V3), Hj:= ﬁ . Hg:=-wS;,
w := eB/(mc). Si determinino gli operatori a e a*, [a,a™] = 1, tali che, come suggerito

dalla struttura di [Vi, V5], H, corrisponda all’hamiltoniana di un oscillatore armonico
H, =hw(ata+1/2) .
4. Si determini Sp(N), N := b*b, b := (S —iSy)/h, e si mostri che b2 = 0 = b+>, {b,b*} = 1.
5. Facoltativo. Si verifichi che Hg = hw(b™b — 1/2) e
{Q.Q*"} =hw(N+N)=H, + Hg ,
dove Q := Vhwab™ e N := ata.



Problema 1

Ly =[neln, M)=2720Nelh+Beln), 1-1=|1a]l),dacu
1)+ V200 + 1= D) = (I D)+ D@ 1)+ 1)

2. Poiché |10) = 272(| Y@ | [V +| L) ®] 1)), si avra certamente m(®> = —h/2 (entanglement).

3. In questo caso la misura di S non ha effetto sui possibili valori di m{® (disentanglement),
si avra quindi m® = —h/2 o m{® = h/2, con equiprobabilita.

4. Siha
=272 Neln+ihell)), ([H=2(helh+ineln),
2y =22 hen-inell), B=27(nell)-idleln).
5. Ponendo

[P1) = by 1) +0-[ 1), [9) = co| 1) +c| 1), [3) = dy| T) +d_| ),

il membro destro della relazione diventa

2732 [lay +iby)| @[ 1) @ 1) + (iag +b)] ) @[ 1)@ 1)

+  (a-t+d ) DN )+ G-+ )| o] ])

+ (e —id ) NN+ (micrx +d)[ @[] T)
+ (- —dd )l e N @)+ (—ie-+d)I el )@ ).

D’altronde

) ®10) =272 (as| 1)@ | @] 1) +iar] D] )@ +a| h@] 1)@ )+ia_| he| 1Yo 1),

da cui by = Fiay, cx = *az, dy = tax. Quindi

Y1) = —iar[ ) +ia| 1), o) =a|T)—asll),  s) =da | 1) +iag]),

e, poiché (VY|v) = (W], © = 1,2, 3, risulta |[¢;) = U;|v), con U; operatore unitario.



Problema 2

1. Poiché .
dXp(t) i > 1 <~ e ~>
=—-[H,X|gt)=—(P—-A| (t
dt [ ) ]H( ) m c H( ) )
si ha
T (P-<4)
m c
2. o o
e e ie ie
Vi, Vil = =[P Al + 1By, Al = - (04 — 9;.40) = - €ije B
Quindi
(G- V) = 0i0,ViV; = 5 (10003} + o3, o3]) ViV
. %) ]- 39 6h N —
= (6” + Zeijko'k>‘/;‘/j =V + ieijko'k[‘/h ‘/J] =V - %O' -B .
Anche se non richiesto nel testo, si osservi che
AV i e My e o =
ar ~ V= Va V==V X
3. Si ha . )
mw
H =_—P° 2
1 m + 9 Q )
dove
Q:=w'Vi, P:=mV; .
Poiché

Q, P| =ih ,
segue che H, descrive un oscillatore armonico di massa m e pulsazione w. In particolare
m

2hw (Vi +1iV2) .

a =

4. Sp(N) = {0,1}. Le relazioni b = 0 = b*> e {b,b*} = 1 si verificano immediatamente.

5. Sihab™b=(1-o03)/2, da cui Hg = hw(b™b — 1/2). Inoltre

{Q,Q%} = hw(aa™b b+ a*abb™) = hw(b™b + a*a{b",b}) = hw(b™b+a*a) = H, + Hy .



