Momenti di un sistema di punti.

Momento angolare rispetto al polo O

E:ZEk :Z(Fkxmkvk)
k k

forza totale agente su m, , include
forze interne ed esterne

\
Momento M = Z ﬁ( > Ifk
k

delle forze

generalizzare il teorema del momento angolare ad un sistema qualsiasi e ad un polo gualsiasi
(anche mobile)



Teorema del momento angolare

3 Momento angolare totale rispetto al polo P
‘7\‘ che puo essere mobile.
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Teorema del momento angolare

dL, B} B}
Y _Ev kvk—zvp><mkvk+§rF,kka +§ Iy, < F,
k k k

-~ -

=

r 4 t
_vazmkvk MF(,E) M é,l)
Kk
N
Pror = MyoT1Vem

Cons. 2 punti:

Momento delle forze interne:

—

oy X Fy +1, Xy = (rPl — rpz)x F, =6, xF, =0

—

Per il 3° principio della dinamica. Se si ammette
che le forze siano dirette lungo la congiungente.
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Teorema del momento angolare

—_

dL _ Nota: le quantita sono misurate nel sistema
~—P _M® —Vp X My Vi, inerziale, anche se i momenti sono calcolati
dt rispetto al polo P che puo essere mobile.

il prodotto vettore € nullo se:

v il polo P é fisso, oppure

Vp = 0 P PP

Ve = 0 Il centro di massa é fisso, oppure

Vi Vi la velocita di P e parallela a quella del ¢c.d.m.
Vo IV, ¥ a

(se P coincide con il c.d.m. v, =V, )

— ()  COme perun punto materiale
=M con polo fisso

o,
dt

aver supposto il polo mobile ha prodotto un risultato molto importante:

Se 1’ultimo termine € nullo

il teorema vale nella sua forma piu semplice anche se P coincide con il ¢.d.m.



Conservazione del momento angolare

Come cambia o se r raddoppia?

E’ utile distinguere 2 casi:

Non agiscono forze esterne

M ® =0 rispetto a qualsiasi polo.

—

L = cost rispetto a qualsiasi polo

wf

Le forze esterne sono diverse da zero.

tuttavia

esiste un punto P taleche M (¥ =0



Sistema di riferimento del c.d.m.

. o F=7F+T (., =0

Sistema di riferimento r=r +rlcy CM

e la cui origine (O”) coincide con il c.d.m. Iv =V + Ve 3 \7’(’:M —

e che compie solo un moto di traslazione. , _,
a=a'+adgy lacpy =0

\ . . . ' _ C _m3
In generale & un sistema non inerziale: F'=F —m.a,,,

Caratteristiche:

la risultante delle forze esterne
ﬁ'(E) ~0 R/(E) _ Z |fir: R®_m 5. =0 incluse le forze inerzali

nel sistema del cdm é nulla

=y B mv' V., =0 nel sistema del cdm la quantita
Pror =0 Pror = Z Mror di moto ¢ identicamente nulla

Se i momenti si calcolano rispetto al cdm

—_ —

M =M’ ® e forze apparenti non modificano il momento delle forze esterne.

—_

dL’
M'® == Il teorema del momento angolare vale anche nel sistema del c.d.m.

dt



Teorema di Kdnig del momento angolare

Relazione fra il momento angolare misurato rispetto ad un polo fisso O e rispetto al centro di massa.

Zr x M.V, _Z(r + Ty )xm. (V) + Vg, )
Zr x MV, +ZrCM><mv +Zr XmVCM_I_ZrCM m.V.,,

- =, _ o
L=L"+ e X MyorVem Teorema di KOnig del momento angolare

AN

L nel c.d.m L del c.d.m.

® Rispetto al momento angolare, il moto del cdm non riassume le proprieta del sistema,
a differenza di Pro1 . Non basta conoscere il moto del cdm per conoscere L.
® in particolare, anche se v,,=0 il momento angolare puo essere diverso da zero.



Teorema di Konig dell’energia cinetica.
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Ex nel cdm E, del cdm

I’ Energia Cinetica non dipende solo dal moto del centro di massa,
a differenza di P;o;. Non basta conoscere il moto del cdm per conoscere E,.

Anche se v,,=0 E, puo non essere nulla.

Pero, se E =0, allora v,, deve essere nulla.



Teorema di Konig dell’energia cinetica.

2

. 1
EK — EK +§mTOTVCM

Applicazione agli urti fra punti materiali.

In un urto s1 conserva la quantita di moto (se il sistema ¢ isolato o I’urto ¢ impulsivo)
cio significa che il 2° termine a DX ¢ identico prima e dopo 1'urto.

Il primo termine E,’< >0 puo variare e dipende dal tipo di urto:

Nell’urto totalmente anelastico EI'< — (O (massima dissipazione di energia)



Energia cinetica di un sistema di punti materiali.
EK = Z EKi
i
per la massa m; vale W, = AE,, sommando: ZWi = ZAEKi

WTOT = AEK Teorema dell’energia cinetica

Nota — A differenza della forza risultante e del momento risultante, il lavoro complessivo
delle forze interne non € nullo. Quindi non si puo dire che in un sistema isolato
si conserva I’energia meccanica.

\71

attrito

esempio:

G

piano orizzontale liscio



Energia potenziale di un sistema di punti materiali

I’energia potenziale della Luna
dovuta alla forza gravitazionale
del Sole e della Terra

E — EPSL + EPTL

PLuna

Energia potenziale della Terra EpTerra — EPST + EPLT

Energia potenziale del sistema Terra + Luna EpTerra_Luna = EPST + EPLT + EPSL

questa ¢ anche 1’energia potenziale del sistema Sole + Terra + Luna

L’energia potenziale ¢ energia di interazione di una (o piu) coppie di corpi

Nel nostro corso non dovrebbe essere un problema.



Energia meccanica in un sistema di punti materiali

Riassumendo, come per un singolo punto materiale:

WTOT — AEK

Teorema dell’energia cinetica
E, =E, +E.
se tutte le forze sono conservative (comprese quelle interne) EM — COSt

in presenza di forze non conservative: WN - AEM

con I’avvertenza che

* il lavoro totale non e il lavoro della forza risultante
* (I’energia potenziale non € sempre la somma delle energie potenziali )
» |le forze interne contribuiscono al lavoro



Sistemi di forze equivalenti

Due sistemi di forze sono equivalenti se hanno

—

« stessarisultante R

« stesso momento risultante M7

Perché sistemi di forze con questa proprieta dovrebbero essere «equivalenti»?

i dp — = stessa equazione del moto con sistemi di forze
Punto materiale E =Ma = che hanno la stessa risultante
dio R ~
P _ ma, =R
o dt stesse equazioni del moto per sistemi di forze con la
Corpo rigido — stessa risultante e lo stesso momento risultante (v.
d_l— . M’ prossimo capitolo)



Sistemi di forze equivalenti

Esempio importante: Forze parallele

—

A 4

dm’.

se le F; sono forze peso: Fi =M. g e I = F;m

In questo caso il sistema di forze si puo ridurre ad un’unica forza
applicata in un punto opportuno: il centro di forza (non vero in generale) M




Proprieta del momento di un sistema di forze

Il momento risultante di un sistema di forze non dipende dal polo se la risultante & nulla
M, =S ExF =3 (00 +F)<F,
i i

M, =M, +00'x > F, I\ﬁozl\ﬁoﬁﬁx}z

=M

0 o'

<

se la risultante e nulla

Coppia di forze: insieme di due forze opposte, aventi diversa retta d’azione

—

M=rxF-r,xF
M =FBA><IE
M =DbF

Questo semplice sistema non e riducibile ad
una singola forza opportunamente applicata.




Sistema di riferimento del c.d.m.

Sistema isolato. Sono costanti:

velocita del cdm (ovvero quantita di moto)

momento angolare rispetto a qualsiasi polo

\%\ Sistema non isolato soggetto alla forza peso
f‘ ‘ “3 7 @:?/ che si puo pensare applicata nel c.d.m.
q | g N moto parabolico del c.d.m.

il momento angolare rispetto al c.d.m. & costante



